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要!针对现有准双曲面齿轮加载接触分析$

NZW2

%受载后得到的弯曲变形中包含由于柔性引起的

变形和加载点与轮坯之间剪切变形的问题#提出了轮齿有限元模型约束方法用于消除柔性引起的变形和剪

切变形"该约束方法在原有约束方法的基础上引入了约束轮坯内圈和轮齿中间平面的有限元模型#并给出了

该约束方法对应的齿面法向柔度矩阵的计算过程"为验证该约束方法的正确性#将原约束方法)该约束方法

及实验结果进行对比"结果表明!约束方法主要影响齿面加载接触印迹的范围#最大载荷时原有约束方法加

载接触印迹到达齿面小端#而该约束方法的加载接触印迹在最大载荷时距离小端仍有
)

"
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与实验结果

吻合更好"
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准双曲面齿轮是传动系统的关键部件#在汽

车和航空工业中经常用于高速重载的工作条件"

准双曲面齿轮加载接触分析$

NZW2

%方法是这类

齿轮设计过程中的一项关键技术"它的主要作用

是#在利用实际加工参数进行切齿之前#先计算准

双曲面齿轮在真实工作载荷下的各性能指标#包

括齿面加载接触印迹#加载传动误差等'

!9%

(

"利用

NZW2

技术可以缩短准双曲面齿轮的研发周期

和研发成本"

NZW2

分析方法中#轮齿的变形主要分为
)

部分如图
!

#分别为弯曲变形
#

Q

)接触变形
#

*

和剪

切变形
#

@

"

];#=(#;

'

)

(提出齿面的接触变形使用

赫兹接触计算#弯曲变形和剪切变形采用考虑剪

切影响的
b#@6/=

0

VA7@#

悬臂梁模型"何静安)郑

昌启等'

C9-

(采用了相同的方法进行了
NZW2

分析

并考虑了错位量"由于悬臂梁模型较为简化#整

体精度不高#随着有限元技术的发展'

D

(

#

b/5*A_

)

.B=

等'

E9+

(提出使用韦伯模型计算接触变形和剪

切变形#使用轮齿实体有限元模型计算弯曲变形#

该分析模型也是
NZW2

分析中经典的分析模型"

类似的方宗德等'

"9!&

(也进行了
NZW2

分析"另外

也有学者直接采用完全的有限元方法进行接触计

算'

!!9!C

(

#但这种方法与上述介绍的方法相比计算

效率较低'

!-

(

#不适用于初步设计时的快速计算

验证"

图
!

!

轮齿的主要
)

部分变形
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在
NZW2

方法引入轮齿实体有限元模型计

算弯曲变形过程中#约束了轮坯内圈节点全部自

由度#并认为在计算弯曲变形时#得到的齿面接触

点的法向变形就是轮齿中部的弯曲变形#但由于

轮齿实体有限元模型具有柔性#因此得到的弯曲

变形中还包含了由于柔性引起的变形和加载点处

与轮坯之间的剪切变形$下文统称为其他变形%"

本文针对现有
NZW2

计算方法得到的轮齿

弯曲变形中包含其他变形的问题#提出了一种约

束方法用来消除包含的其他变形#同时给出了该

约束方法下#齿面法向柔度矩阵的计算方法"最

后为了与原有的方法进行比较#采用两种不同约

束方法进行了
NZW2

"通过与实验结果进行分析

对比#说明了不同约束方式对
NZW2

结果的影

响#验证了本文提出的约束方法更符合实际情况"

B

!

消除弯曲变形中其他变形的

约束方法

!!

NZW2

解析分析方法中#弯曲变形的计算引

入了轮齿有限元模型#如图
%

所示"轮齿和齿坯

均采用了八节点六面体等参单元#其单元刚度矩

阵可以表示为'
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式中
1

为单元应变矩阵*

3

为雅克比矩阵*

2

为弹

性矩阵*

0

)

3

)

4

为等参单元在局部坐标系下的参

数坐标"

利用式$

%

%将单元刚度矩阵进行组集即可得

到整体刚度矩阵2

#

2

#

+

0

;

)

0

#

$

%

%

式中
;

代表单元个数#求和过程实际为单元刚度

矩阵的每个系数按照其所在自由度位置叠加"

将整体刚度矩阵2

#

写成以内部自由度$以
G

表示%和边界自由度$以
4

表示%的形式#见式$

)
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以齿面节点作为凝聚节点#该节点对应边界

自由度#利用
O7

>

B=

缩减法'

!+

(将整体刚度矩阵2

#

凝聚为齿面凝聚刚度矩阵
#
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获得齿面凝聚刚度矩阵后#针对施加的载荷

即可得到对应齿面节点的变形#利用单元形函数

即可将其转化为接触点的变形#即式$

-

%

4

+

"#

-

!

)

$

-

%

式中
"

为单元形函数#

)

为载荷向量#

4

为接触点

位移向量"

现有
NZW2

方法中#弯曲变形的计算模型是

约束轮坯内圈节点的全部自由度#如图
%

所示"

根据上述计算过程可以计算得到其齿面凝聚刚度

矩阵
#

!

#并计算得到接触点弯曲变形"

图
%

!

约束齿轮模型轮坯内圈节点$有限元模型
!

%
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%

上述现有计算模型的约束方法中#由于轮齿

实体有限元模型具有柔性#因此得到的弯曲变形

中还包含了由于柔性引起的变形和加载点处与轮

坯之间的剪切变形"

为了消除上述中弯曲变形包含的其他变形#

本文提出了一种约束方法#与原有方法不同的是

它包含两个有限元模型"有限元模型
!

如图
%

所

示#它与现有方法分析模型相同*有限元模型
%

如

图
)

所示#相比有限元模型
!

#有限元模型
%

在约

束内圈节点全部自由度的基础上#还在轮齿中间

图
)

!

约束轮坯内圈及轮齿中间平面$有限元模型
%

%

./

0

1)

!
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#B;VA5#B=83/885#

4

5B=#

$

.TG%

%

位置处约束轮齿中间面周向转动自由度#即保证

约束轮齿中间面不发生弯曲变形"在有限元模型

%

中受力产生的变形是由于有限元模型柔性产生

的变形和加载点与轮坯之间的剪切变形"采用与

有限元模型
!

相同的方法可得到相应约束条件下

的齿面凝聚刚度矩阵
#

%

"

在
NZW2

计算过程中#将轮齿转动划分为多

个时刻#因此需要计算的每一时刻各接触点的弯

曲变形"为了计算得到各接触点的变形值#需要

将齿面节点的凝聚刚度矩阵
#

转化为齿面接触

点的法向柔度矩阵
5

"本文提出的约束方法对应

的接触点法向柔度矩阵#需要使用上述两个约束

模型计算"下面部分将介绍获得齿面接触点法向

柔度矩阵的过程"

#

!

齿面接触点法向柔度矩阵计算

齿面接触点法向柔度矩阵
5

'

)

#

=

(中每一项

的定义为!由
)

点施加的单位法向载荷#引起的
=

点的法向变形"因此为了计算小轮和大轮的齿面

法向柔度矩阵#需要对接触线上的点施加相应的

法向单位载荷
)

7=/6

#并计算由其产生的其他接触

点的法向变形"这里取其中某一时刻的一条接触

线进行说明"

图
C

中#在接触线上接触点
!

施加该方向的

单位法向载荷#根据有限元模型将该载荷分解到

该点所在单元靠齿面一侧的节点上#并根据齿面

凝聚刚度矩阵#计算得到其他齿面节点位移#获得

节点位移后再通过单元形函数得到接触线上的点

!

"

C

的法向位移"最后得到
5

'

!

#

!

(

"

5

'

!

#

C

(#

分别代表的含义为由
!

点处的载荷引起的
!

"

C

点的变形"柔度矩阵中其他项也用类似过程

计算"

图
C

!

柔度矩阵计算说明示意
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本文提出的约束方法计算齿面接触点法向柔

度矩阵过程为!对于任意一条接触线#利用有限元

%&+%

JA
SP



!

第
!!

期 王
!

琪等!准双曲面齿轮
NZW2

弯曲变形约束方法

模型
!

的凝聚刚度矩阵
#

!

得到接触线第
)

点加

载对应的各接触点法向位移为
4

!)

如式$

D

%#利用

有限元模型
%

的凝聚刚度矩阵
#

%

得到接触线第

)

点加载对应的各接触点法向位移为
4

%)

#如式

$

E

%#则该条接触线的法向柔度矩阵第
)

列
5

'!#

)

(

可以由式$

+

%获得"

4

!)

+

"#

-

!

!

)

7=/6

$

D

%

4

%)

+
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%
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7=/6
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E

%
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)

(

+

4

!)

-

4

%)

$

+

%

!!

按照式$

D

%

"

式$

+

%分别计算小轮和大轮各条

接触线的法向柔度矩阵#得到小轮齿面法向柔度

矩阵为
5

4

和大轮齿面法向柔度矩阵
5

0

"

!

!

UC6-

载荷分配

建立大小轮柔度矩阵计算模型后#给定小轮

输入扭矩即可进行
NZW2

"

NZW2

每一时刻载

荷分配是一个迭代计算的过程#该迭代过程中#需

要满足位移协调方程和转矩协调方程"位移协调

方程是指受力后产生的所有变形之和应等于齿轮

刚体运动产生的位移与初始间距之差"其协调方

程为式$

"

%

5

4

,

5

0

)

,

(

*

$

)

%

-

6

,

4

&

3

)

$

"

%

式中
5

4

#

5

0

分别为小轮和大轮齿面接触点法向

柔度矩阵*

)

为施加的载荷*

(

*

为产生的接触变

形和剪切变形#采用韦伯模型计算*

6

为由齿轮刚

体转动产生的位移#它由大轮的转角计算出来#可

以等效看成附加一个传动误差
5

6#

*

4

&

为两齿面

接触点的初始间距#

)

为迭代容差"

转矩协调方程如下#它是指各接触点上的力

产生的转矩之和满足输入转矩要求

K

@73
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2
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'$

)

)

T

7

)

%

+

8

0

( $

!&

%

式中
)

)

为
)

点的载荷向量#

7

)

为
)

点的位置向量#

#

0

为大轮轴线向量#

;

为接触线上接触点的数目#

2

为同一时刻参与接触的齿数#

K

@73

为总输入

载荷"

由于
NZW2

载荷分配迭代过程不是本文分

析重点#这里给出其主要过程包括

!

%首先给定迭代的初始时刻
G

&

$!

#计算各

齿面之间的法向间距
4

&

#并在此基础上附加一初

始转动调整量
5

6#&

#一般取
!&&

/

;B8

左右#该值为

迭代计算初值"

%

%其次#判断各齿的啮合状态及可能接触的

点#在这些点施加载荷初值
)

&

#计算所有变形"

接触变形和剪切变形采用韦伯模型计算#弯曲变

形采用本文提出的上述新约束方法计算"若接触

线上点的变形不满足位移协调方程$式$

C

%%#则对

载荷值进行迭代#获得迭代后的载荷
?

!

*若满足

位移协调方程#则进行下一步计算"

)

%计算各齿面上接触点的载荷引起的转矩

是否满足转矩协调方程$式$

-

%%#若不满足则对初

始施加的调整量
5

6#

进行迭代#得到下一个时刻的

初值
5

6#!

"若满足转矩协调方程#则该时刻计算

完毕#输出相应的计算结果"

C

%更新计算时刻#重复上述
!

%至
C

%过程进

行下一时刻的计算#直至所有时刻计算完成输出

结果"

其流程图如图
-

所示"

图
-

!

NZW2

载荷分配迭代计算流程图

./

0

1-

!

.5AF*VB;6A:/6#;B6/A=A:*B5*75B6/=

0

NZW28/@6;/Q76/A=

$

!

算例说明

$HB

!

计算模型说明

下面给出一组格里森制准双曲面齿轮副#进
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)

NZW2

迭代计算时弯曲变形计算采用

上述介绍的约束方法"同时为了与原有约束方法

进行对比#也采用了原有文献'

E9+

(约束方法进行

了
NZW2

"所使用的齿轮副参数如表
!

#其采用

的加工方法是刀倾半展成$

'.Z

%法#精加工采用

磨齿工艺"大小轮加工参数见表
%

)表
)

"小轮凹

面在磨齿加工时加入了刀具的圆弧修形#修形圆

弧半径为
!-&&33

"

表
B

!

准双曲面齿轮设计参数

C*?+.B

!

K./5

<

)

0

*(*7.8.(/&,;

@0

&54

<

.*(

参数
数值及详情

小轮 大轮

齿数
E )"

旋向 左 右

小轮中点期望螺旋角&$

k

%

C),+-

偏置距&
33 %D

大轮齿面宽&
33 D!

模数
!&,"

轴交角&$

k

%

"&

平均压力角&$

k

%

%%,-

大轮刀盘名义半径&
33 !-%,C

轮齿收缩方式 根倾收缩

齿高系数
),D

齿顶高系数
&,!)

顶隙系数
&,!-

最大齿侧间隙&
33 &,))

最小齿侧间隙&
33 &,%-

刀尖圆角半径&
33 !,E %,)

大轮精切刀盘刀顶距&
33 -

大轮刀具齿形角&$

k

%

%%,-

小轮外刀刀具齿形角&$

k

%

%&

小轮内刀刀具齿形角&$

k

%

%-

表
#

!

大轮加工参数

C*?+.#

!

D*1;5)./.885)

<0

*(*7.8.(/&,3;..+

参数 数值

垂直刀位&
33 !%),--))

水平刀位&
33 "D,)-CC

水平轮位&
33 e!,D&E&

机床安装根锥角&$

k

%

EC,ED+)

表
!

!

小轮加工参数

C*?+.!

!

D*1;5)./.885)

<0

*(*7.8.(/&,

0

5)5&)

参数
数值

凹面 凸面

基本摇台角&$

k

%

D&,)%%& D&,E"-C

垂直轮位&
33 !+ )C

水平轮位&
33 &,E)D& ),-)%-

机床安装根锥角&$

k

%

eC,-%E) eD,%!-%

径向刀位&
33 !-!,%)D) !D-,E!+E

滚比
-,C)%+ -,E!-)

床位&
33 !C,!"!C %",E%+-

刀转角&$

k

%

!-!,!+-" )!+,!%E)

刀倾角&$

k

%

e!E,D)-" !E,-!%"

外刀$凸面内刀%

刀尖半径&
33

!C",&&%" !-",!E))

$H#

!

计算结果

上述设计的准双曲面齿轮实际运行工况有
)

种#对应输入转矩分别为
-)+,CD

)

!&ED,"

)

!D!-,C

U

+

3

#在此命名为工况
!

)工况
%

)工况
)

"下文

中约束方法
!

对应着原有文献'

E9+

(中的旧约束

方法#约束方法
%

对应着本文提出的消除弯曲变

形中其他变形的约束方法"

)

种工况的接触印迹区域对比见图
D

"

图
+

#

图中给出了
)

种不同工况下两种约束方法对应的

接触区域的范围"经过计算#获得大轮凸面接触

区域最大接触应力见表
C

#加载传动误差结果见

表
-

#传动误差曲线见图
"

"

图
!!

#图中
'

!

表示小

轮转角#

&

'

%

表示大轮传动误差"图
!%

"

图
!C

给出了受载后应力云图分布#为了与实际接触印

迹进行对比#将上述齿轮副按照加工参数进行了

实际加工#并进行了齿面误差检测#保证加工实际

齿面与理论齿面小于
!&

/

3

"图
!%

"

图
!C

第
)

列为
)

种工况下齿面加载接触印迹的实验结果"

通过接触印迹对比可见#对于
)

种工况#

图
D

"

图
+

中接触印迹区域在小端和大端的扩展

位置不同#约束方法
%

在各工况下接触区域均小

于约束方法
!

"约束方法
!

对应的加载接触印迹

范围更靠近小端*特别是通过工况
)

可以看出#约

束方法
!

在
NZW2

结果中小端已经脱出#约束方

法
%

印迹距离小端有一定距离还未脱出"通过与

实验对比可见#约束方法
%

与实验结果更为接近#

在工况
)

中约束方法
%

与实验结果都距离小端还

有小段距离并未脱出"
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图
D

!

两种约束方法接触区范围对比$工况
!

%

./

0

1D

!

WA=6B*6(A=#A:6FA*A=@6;B/=63#6VA8@

$

*B@#!

%

图
E

!

两种约束方法接触区范围对比$工况
%

%

./

0

1E

!

WA=6B*6(A=#A:6FA*A=@6;B/=63#6VA8@

$

*B@#%

%

图
+

!

两种约束方法接触区范围对比$工况
)

%

./

0

1+

!

WA=6B*6(A=#A:6FA*A=@6;B/=63#6VA8@

$

*B@#)

%

表
$

!

最大接触应力计算结果

C*?+.$

!

M./'+8/&,7*:57'71&)8*18/8(.// GHB

约束方法 工况
!

工况
%

工况
)

! !-)D,+&C %&!%,%"C %)DD,+EC

% !-&E,""& !"E%,&)D %)!-,&C"

表
I

!

传动误差计算结果

C*?+.I

!

M./'+8/&,8(*)/75//5&).((&(

/

;B8

参数 约束方法 工况
!

工况
%

工况
)

传动误差

峰峰值

! )D,!%++% )E,CE)") %-,+)&!

% )),-%CE )D,)-"% %+,DC&

传动误差

幅值

! e)C%,C%) e-)%,EE! eD"D,")D

% e)!-,D!E eC+-,)C- eD%",C+&

图
"

!

两种约束方法加载传动误差曲线对比$工况
!

%

./

0

1"

!

NAB8#86;B=@3/@@/A=#;;A;A:6FA*A=@6;B/=6

3#6VA8@

$

*B@#!

%

图
!&

!

两种约束方法加载传动误差曲线对比$工况
%

%

./

0

1!&

!

NAB8#86;B=@3/@@/A=#;;A;A:6FA*A=@6;B/=6

3#6VA8@

$

*B@#%

%

图
!!

!

两种约束方法加载传动误差曲线对比$工况
)

%

./

0

1!!

!

NAB8#86;B=@3/@@/A=#;;A;A:6FA*A=@6;B/=6

3#6VA8@

$

*B@#)

%

!!

从传动误差计算结果表
-

和传动误差曲线图

"

"

图
!!

中可以看出#对于
%

种不同的约束方法#

传动误差曲线图形式相同#传动误差峰峰值变化

不大*传动误差幅值约束方法
%

小于约束方法
!

"

传动误差的幅值与接触印迹区域的规律也是相吻

合的#接触印迹区域范围小的传动误差幅值小"

通过表
C

还可看出约束方法对最大接触应力的影

响不大#最大应力发生的位置从云图上看两种约

束方法也基本相同#这是因为约束方法的不同主

要影响的是弯曲变形"

上述分析表明本文提出的消除弯曲变形中其

他变形的约束方法相比原约束方法能更好地反应

齿轮实际弯曲变形情况#而约束方法
!

在计算弯

曲变形时包含了其他变形导致整体的变形增大#

齿轮受载后齿面接触印迹扩展速度加快"

-&+%
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图
!%

!

两种约束方法及实验接触印迹$工况
!

%

./

0

1!%

!

WA=6B*6

4

B66#;=A:6FA*A=@6;B/=63#6VA8@B=8#_

4

#;/3#=6

$

*B@#!

%

图
!)

!

两种约束方法及实验接触印迹$工况
%

%

./

0

1!)

!

WA=6B*6

4

B66#;=A:6FA*A=@6;B/=63#6VA8@B=8#_

4

#;/3#=6

$

*B@#%

%

图
!C

!

两种约束方法及实验接触印迹$工况
)

%

./

0

1!C

!

WA=6B*6

4

B66#;=A:6FA*A=@6;B/=63#6VA8@B=8#_

4

#;/3#=6

$

*B@#)

%

I

!

结
!

论

本文提出了一种准双曲面齿轮
NZW2

时用

于消除弯曲变形中包含的其他变形的约束方法"

通过不同约束方法的分析发现#使用本文提出的

约束方法#得到的计算结果接触印迹扩展速度比

原有约束方法计算得到的印迹扩展速度慢#传动

误差的幅值比原有方法小#传动误差峰峰值基本

相同#最大接触应力值基本相同"将分析结果与

实验对比发现#本文提出的约束方法计算结果与

实际实验吻合更好*因此说明在进行
NZW2

时#

本文提出的约束方法能更准确地获得轮齿弯曲变

形并更好地预测接触印迹的位置"
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